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Об одном квадратичном интеграле
уравнений Пуанкаре –Жуковского
В.Ю.Ольшанский
Для уравнений Пуанкаре –Жуковского в случае, когда матрицы гамильтониана яв-
ляются недиагональными, получены условия существования квадратичного интеграла
(YS,K) = const и его явная форма. Показано, что при существовании данного интегра-
ла уравнения приводятся к случаю Шоттки.
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1. Введение
Рассмотрим уравнения Пуанкаре –Жуковского [1, 2]
M˙ = M× (AM + Bp) + p× (Cp + BTM),
p˙ = p× (AM + Bp) + M× (Cp + BTM).
(1.1)
Система (1.1) в переменных K = M + p,S = M− p записывается в виде
K˙ = K× (A′K + B′S), S˙ = S× (B′TK + C′S), (1.2)
2A′ = A + C + B + BT , 2B′ = A−C + BT −B, 2C′ = A + C−B−BT . (1.3)
Здесь A, B, C — линейные операторы R3 → R3, операторы A, C — симметрические
и M,p ∈ R3. Уравнения, в частности, описывают движение вокруг неподвижной точки
твердого тела, эллипсоидальная полость в котором заполнена идеальной несжимаемой жид-
костью с однородной завихренностью [1–3]. В этом случае вектор S пропорционален завих-
ренности жидкости Ω,K — кинетический момент системы «тело плюс жидкость», K = Iω+
+ JΩ, ω — угловая скорость твердого тела, I — оператор инерции системы, компоненты
оператора J выражаются через полуоси эллипсоидальной полости [4].
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Интегралами системы (1.2) являются
F1 = K2, F2 = S2, F3 = 2H = (A′K,K) + 2(K,B′S) + (C′S,S). (1.4)
При существовании четвертого интеграла система является интегрируемой. Обзор из-
вестных случаев интегрируемости приведен в монографии [4], где указаны, в частности,
классические случаи интегрируемости с дополнительным квадратичным интегралом [5, 6].
А.П.Веселовым показано [7], что при существовании дополнительного квадратичного
интеграла в случае, когда матрица B′ не вырождена и собственные значения A′, C′ различ-
ны, существует преобразование K˜ = R1K, S˜ = R2S,R1,R2 ∈ SO(3), приводящее уравнения
к виду с диагональными матрицами A′, B′, C′. Для системы с диагональными матрицами
в гамильтониане сформулированы условия существования дополнительного полиномиаль-
ного интеграла [7, 8].
Актуальной остается задача записи интеграла и условий его существования через ис-
ходные недиагональные матрицы гамильтониана. Так, в работе [9] приведено несколько
примеров «новых интегрируемых случаев при наличии в гамильтониане. . . матриц обще-
го вида». Отметим, что в этих примерах интегралы и условия их существования не ука-
заны явно, приводятся условия, связывающие элементы матриц гамильтониана системы
и матриц квадратичного интеграла. Делается вывод [9] о существовании дополнительного
квадратичного интеграла при произвольных диагональных матрицах A′, B′, C′, что прямо
противоречит теореме Веселова [7].
Ниже, при рассмотрении задачи определения условий существования дополнительного
квадратичного интеграла,
F = (XK,K) + 2(YS,K) + (ZS,S), (1.5)
выделен частный случай, когда
X = μ1E + μA′, Z = μ2E + μC′. (1.6)
В этом случае любой квадратичный интеграл (1.5) можно записать в виде F = μ1F1 +
+μ2F2+μF3+2((Y−μB′)S,K). Таким образом, при выполнении условий (1.6) для нахожде-
ния дополнительных квадратичных интегралов достаточно рассмотреть задачу нахождения
интеграла вида
(YS,K) = const. (1.7)
В настоящей работе приведен явный вид интеграла (1.7) и условий его существования.
Показано, что, с одной стороны, интеграл Шоттки можно записать в виде (1.7) (предло-
жение 8). С другой стороны, при существовании интеграла (1.7) преобразование K˜ = K,
S˜ = RS приводит к случаю Шоттки с диагональными матрицами гамильтониана (теоре-
ма 1 настоящей работы). Таким образом, интеграл (1.7) является обобщением интеграла
Шоттки на случай недиагональных матриц. Также показано, что для приведенных в ра-
боте [9] примеров условия (1.6) выполнены и интегралы [9] являются частными случаями
интеграла (1.7), а при диагональных матрицах — содержатся в случае Шоттки.
2. Основные результаты
Теорема 1. Интеграл (1.7) системы (1.2) при невырожденном операторе B′ суще-
ствует тогда и только тогда, когда выполнены условия
B′B′T = A′2 + ψ1E + ψ2A′, (2.1)
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B′C′ = ψB′ + A′B′, (2.2)
где ψ1, ψ2, ψ — некоторые параметры.
Интеграл может быть записан в виде
η1K1S˜1 + η2K2S˜2 + η3K3S˜3 = const, (2.3)
η1 = −Δa2Δa3Δβ1 + β3Δa3Δβ2 − β2Δa2Δβ3 (1 2 3). (2.4)
Здесь Δp1 = p2−p3 (1 2 3); ai, ei и ci, li — собственные значения и векторы операторов A′
и C′; Ki = (K, ei), S˜i = (S, li), βi = (ei,B′li).
Условия (2.1), (2.2) эквивалентны следующим условиям:
C′ = ψE + RTA′R, B′ = BR, (2.5)∑
i
β2i Δai + Δa1Δa2Δa3 = 0. (2.6)
Здесь B = diag(βi) в базисе (ei), ортогональный оператор R задает поворот правого орто-
базиса (li) в правый ортобазис (ei), ei = Rli.
Интеграл (2.3) и условие (2.6) можно также записать в виде
ϕ1(K,RS) + ϕ2((A′K,RS) + (K,B′S)) = const, (2.7)
ϕ1 =
∑




(b21j − a21)(a2 − a3) +
∑
j
(b22j − a22)(a3 − a1) +
∑
j
(b23j − a23)(a1 − a2) = 0. (2.9)
Здесь bij = (ei,B′ej) — элементы матрицы оператора B′ в базисе (ei).
Следствие 1. Если при невырожденном операторе B′ существует дополнительный
интеграл (1.7), то уравнения Пуанкаре –Жуковского (1.2) приводятся к виду
K˙ = K× (A′K + BS˜), ˙˜S = S˜× (BK + A′S˜), S˜ = RS, (2.10)
где матрицы операторов A′,B являются диагональными.
Отметим, что уравнения (2.10) соответствуют случаю Шоттки [5], когда в уравнени-
ях (1.2) C′ = A′ и в уравнениях (1.1) B = 0.
Следствие 2. В случае, когда C′ = A′, матрицы A′, B′ — диагональные и матри-
ца B′ — невырожденная, для существования дополнительного квадратичного интегра-
ла (1.7) необходимо и достаточно выполнения условия
∑
(b2ii − a2i )Δai = 0. Интеграл мо-
жет быть записан в одной из форм
ϕ1(K,S) + ϕ2((A′ + B′)K,S) = const,
∑
ηiKiSi = const. (2.11)
Ниже показано (предложение 8), что при задании матриц A′,B′ параметрами Шотт-
ки λi дополнительный интеграл можно записать в виде
F = (λ20 + λ
2
1 − λ22 − λ23)K1S1 + (λ20 + λ22 − λ21 − λ23)K2S2 +
+ (λ20 + λ
2
3 − λ21 − λ22)K3S3 = const.
(2.12)
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Заменой A′ = αE + A2 условие (2.1) в случае диагональных матриц можно привести
к виду B′2 = A22+ψsA2, допускающему представление матриц B′, A2 при помощи парамет-
ров Шоттки. При ψ22 > 4ψ1 эти параметры являются действительными величинами, а при
ψ22 < 4ψ1 — комплексными. При ψ22 = 4ψ1 указано (предложение 9) следующее задание
пятью действительными параметрами элементов связанных условием (2.6) диагональных
матриц
ak = α + β(τk − στk ), bk = β(τk +
σ
τk
), σ = ±1, k = 1, 2, 3. (2.13)
Дополнительный интеграл записывается в виде
(τ1 − τ)K1S1 + (τ2 − τ)K2S2 + (τ3 − τ)K3S3 = const, 2τ = τ1 + τ2 + τ3 + στ1τ2τ3. (2.14)
Матрицу оператора R можно задать тремя параметрами (например, углами Эйлера),
формулы (2.13) задают пятью параметрами матрицы A′, B. Учитывая формулы (2.5), опе-
раторы A′, B′, C′ в случае существования интеграла (1.7) можно задать девятью парамет-
рами.
Отдельно рассмотрен случай ψ22 = 4ψ1, когда матрицы A
′, B′ задать параметрами
Шоттки невозможно.
Получены условия, при которых интеграл (2.3) имеет неполную форму — один из ко-
эффициентов ηi равен нулю. Показано (предложение 11), что если, например, η2 = 0, то
интеграл может быть представлен в форме
K1(b11S1 + b12S2 + b13S3) + K3(b31S1 + b32S2 + b33S3) = const. (2.15)
Рассмотрен частный случай (предложение 12), когда операторы A′, C′ имеют общий
собственный вектор. Матрицы операторов A′, B′, C′ в этом случае задаются семью произ-
вольными параметрами.
Если выполнены условия существования неполной формы интеграла (2.15) и операторы
A′, C′ имеют общий собственный вектор, e2 = l2, то интеграл (2.15) может быть записан
в виде
(K,B′S)− b22K2S2 = const. (2.16)
Показано, что при выполнении условий приведенных в работе [9] теорем 1–6 имеет ме-
сто представление операторов X,Z в виде (1.6); следовательно, дополнительный интеграл
может быть записан в виде (1.7), а уравнения Пуанкаре –Жуковского в случае невырожден-
ного оператора B′ приводятся к диагональному виду с B = 0, то есть приводятся к случаю
Шоттки. Неверным является утверждение [9], сформулированное как следствие теорем 5,
6, о том, что уравнения Пуанкаре –Жуковского всегда имеют дополнительный квадратич-
ный интеграл, если матрицы A′, B′, C′ — диагональные и интеграл содержит все известные
случаи (Шоттки, Стеклова и др.). Более того, все приведенные в теоремах 1–6 примеры со-
ответствуют частному случаю, когда операторы A′, C′ имеют общий собственный вектор.
Ниже рассмотрены условия теоремы 1 [9], которые связывают 26 ненулевых элементов мат-
риц интеграла и гамильтониана пятнадцатью нелинейными уравнениями. Получено явное
задание матриц A′, B′, C′ семью параметрами и показано, что дополнительный интеграл
может быть записан в форме (2.16).
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3. Доказательство теоремы 1
Дифференцируя интеграл (1.7) в силу системы (1.2), получим тождества
〈YS,K,A′K〉+ 〈YTK,S,B′TK〉 ≡ 0, (3.1)
〈YS,K,B′S〉+ 〈YTK,S,C′S〉 ≡ 0. (3.2)
Выделяя в тождестве (3.1) члены K2j Si, получим следующие 9 условий для элементов
bij , yij матриц операторов B′,Y в базисе (ei):
yijbik = yikbij , j < k, i, j, k = 1, 2, 3. (3.3)
Эта система распадается на три подсистемы одного вида
x1d2 = x2d1, x1d3 = x3d1, x2d3 = x3d2, (3.4)
где xi = yji, di = bji, j ∈ (1, 2, 3).
Обозначим bi = B′T ei,yi = YTei. Если матрица B′ — невырожденная, то все ее стро-
ки — ненулевые, и из условий (3.4) следует пропорциональность строк Y и B′ и yi = μibi.





















Выделяя коэффициенты при KiKj , получим тождества Δa1μ1(b1,S)+Δμ1〈S,b2,b3〉 ≡
≡ 0 (1 2 3), которые эквивалентны системе условий
Δa1μ1b1 + Δμ1b2 × b3 = 0 (1 2 3). (3.6)
Предложение 1. Для существования дополнительного интеграла (1.7) при невы-
рожденном операторе B′ необходимо, чтобы векторы bi были попарно ортогональны и вы-
полнялись условия
Δa1μ1β1 + Δμ1β2β3 = 0 (1 2 3). (3.7)
Параметры βi заданы равенствами bi = βili, где (l1, l2, l3) — некоторая правая ортонор-
мированная тройка.
Доказательство. Из условий (3.6) следует Δa1μ1(b1,b2) = Δa2μ2(b1,b2) = 0. Пред-
положим, что векторы b1, b2 не ортогональны, тогда Δa1μ1 = Δa2μ2 = 0. В этом случае
при невырожденной матрице B′ из условий (3.6) следует Δμ1 = Δμ2 = 0 и μ1 = μ2 = μ3 =
= μ. Так как μ = 0 (иначе из представления (3.5) получим Y = 0), то Δa1 = Δa2 = 0
и a1 = a2 = a3. Таким образом, если какая-то пара векторов b1,b2,b3 не ортогональна,
то A′ = νE,Y = μB′. При этом тождество (3.1) выполнено, а тождество (3.2) принимает
вид 〈B′TK,S,C′S〉 ≡ 0. Учитывая представление (3.5), получим эквивалентную систему
тождеств 〈bi,S,C′S〉 ≡ 0, i = 1, 2, 3. Так как векторы bi некомпланарны, то получаем тож-
дество S×C′S ≡ 0, которое выполнено, только если C′ = ν2E. Интеграл (1.7) при Y = μB′,
A′ = ν1E и C′ = ν2E является следствием интегралов (1.4).
Таким образом, при существовании дополнительного интеграла (1.7) векторы bi долж-
ны образовывать ортогональную тройку. Векторные условия (3.6) эквивалентны скалярным
условиям (3.7).
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Предложение 2. Условие (2.6) необходимо для существования интеграла (1.7). Это
условие может быть записано в форме (2.9).
Доказательство. Определитель системы (3.7) относительно параметров μi должен
быть равен нулю, откуда и следует условие (2.6). Учитывая равенства β2i = b
2
i , условия (2.6)
запишем в форме (2.9).
Предложение 3. Векторы bi(i = 1, 2, 3) являются собственными векторами опера-
тора C′.
Доказательство. Учитывая представления (3.5), получим, что тождества (3.2) экви-
валентны следующей системе тождеств
Δμ1(b2,S)(b3,S)− μ1〈b1,S,C′S〉 ≡ 0 (1 2 3). (3.8)
Полагая в этих тождествах S = br (r = 1, 2, 3), получим условия
μ1(b2,C′b3) = 0 (1 2 3). (3.9)
Если все μi = 0, то отсюда следует предложение 3. Пусть, например, μ1 = 0, тогда
из тождества (3.8) следует Δμ1 = 0 и μ2 = μ3 = 0. Из условий (3.9) следует, что b1 —
собственный вектор C′. Из тождеств (3.8) получим
(b1,S)(b3,S) + 〈b2,S,C′S〉 ≡ 0, (b1,S)(b2,S)− 〈b3,S,C′S〉 ≡ 0.
Полагая в первом тождестве S = b1 + b2, получим (b3,C′b2) = 0, и отсюда, с учетом
условий (3.9), следует, что b2 — собственный вектор C′.
Предложение 4. Для существования интеграла (1.7) необходимо выполнение усло-
вий
Δci = Δai, i = 1, 2, 3. (3.10)
Доказательство. Векторы bi = βili являются собственными векторами оператора
C′, βi = 0. Систему тождеств (3.8) можно записать в виде
(β2β3Δμ1 + β1μ1Δc1)S˜2S˜3 ≡ 0, S˜i = (S, li) (1 2 3).
Следовательно, тождества (3.8) выполнены при условиях
μ1β1Δc1 + β2β3Δμ1 = 0 (1 2 3). (3.11)
Если μi = 0 (i = 1, 2, 3), то из условий (3.7), (3.11) следуют условия (3.10). Если, на-
пример, μ1 = 0, то из условий (3.11) следует Δμ1 = 0 и μ2 = μ3 = 0. Из условий (3.7), (3.11)
получим
β2Δc2 + β1β3 = β2Δa2 + β1β3 = 0, β3Δc3 − β1β2 = β3Δa3 − β1β2 = 0.
Отсюда следует Δc2 = Δa2,Δc3 = Δa3, но тогда и Δc1 = Δa1.
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Предложение 5. Для существования интеграла (1.7) необходимо выполнение усло-
вий (2.5).
Доказательство. Условия (3.10) выполнены, только если ci = ai + ψ, i = 1, 2, 3.
Пусть R — ортогональный оператор, задающий поворот правого ортобазиса (li) собствен-
ных векторов оператора C′ в правый ортобазис (ei) собственных векторов оператора A′:
ei = Rli, i = 1, 2, 3. (3.12)








(ai + ψ)RT eieTi R = R
T (A′ + ψE)R = RTA′R + ψE.
Так как bi = βili = βiRT ei, то из формулы (3.5) получим представление оператора B′
в виде (2.5), где B =∑βieieTi .
Предложение 6. Условия (2.1), (2.2) эквивалентны условиям (2.5), (2.6).
Доказательство. Условие (2.6) можно записать в виде∑
(β2i − a2i )Δai = 0. (3.13)
ПриA′ = κE это условие выполнено тогда и только тогда, когда существуют параметры
ψ1, ψ2, такие, что
β2i = a
2
i + ψ1 + ψ2ai, i = 1, 2, 3. (3.14)
Отсюда получаем B2 = A′2 +ψ1E+ψ2A′. Из условия (2.5) следует B2 = B′B′T , и получаем
условие (2.1).
Из условий (2.5) получим R = B−1B′. Так как симметрические операторы A′ и B имеют
общие собственные векторы ei(i = 1, 2, 3), то B−1A′B−1 = A′B−2, где B−2 = (B′B′T )−1 =
= ((B′)−1)T (B′)−1. Оператор C′ запишем в виде C′ = ψE+B′TA′((B′)−1)T . Отсюда следует
C′B′T = ψB′T + B′TA′, и получаем условие (2.2).
Покажем теперь, что из условий (2.1), (2.2) следуют условия (2.5), (2.6). Из усло-
вий (2.2) следуют равенства ciB′li = ψB′li + A′B′li, i = 1, 2, 3, где ci, li — собственные
значения и векторы оператора C′. Обозначим si = B′li, тогда
cisi = ψsi + A′si, i = 1, 2, 3. (3.15)
Отсюда следует, что si (i = 1, 2, 3) — собственные векторы оператора A′. Так как
оператор B′ невырожденный, то все векторы si попарно не колинеарны. Можно считать
si ‖ ei, и из условий (3.15) получаем равенства ci = ai + ψ, откуда Δci = Δai. Пусть R —
ортогональный оператор, заданный равенствами (3.12), тогда оператор C′ при выполнении
условий (3.10) можно записать в виде (2.5).
Так как B′li ‖ ei, запишем B′li = βiei, где βi — некоторые параметры. Тогда B′li =
= βiRli и B′ = BR. При этом B′B′T = B2, и из условия (2.1) получим условия (3.14).
Исключая из этих условий параметры ψ1, ψ2, получим условие (2.6). Выражая величины β2i
из равенства B2 = B′B′T через элементы bij матрицы B′, получим условие (2.9).
НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2012. T. 8. №3. С. 523–540
530 В.Ю.Ольшанский
Предложение 7. Дополнительный интеграл можно записать в виде (2.3) или (2.7).
Доказательство. Учитывая представление оператора Y в виде (3.5), интеграл (1.7)
запишем в виде







где ηi = μiβi. Учитывая условия (3.7), для определения параметров ηi получаем систему
уравнений
Δa1η1 + η2β3 − η3β2 = 0 (1 2 3). (3.16)
Складывая все равенства системы (3.16), получим условие∑
ηiΔσi = 0, σi = ai + βi.
Это условие выполнено, только если параметры ηi имеют вид
ηi = ϕ1 + ϕ2σi = ϕ1 + ϕ2(ai + βi), i = 1, 2, 3. (3.17)
Подставляя отсюда ηi в систему (3.16), получим для ϕ1, ϕ2 три условия:
ϕ1(Δai −Δβi) + ϕ2(aiΔai + (β1 + β2 + β3)Δai − ajβj + akβk) = 0 (i j k). (3.18)
Эти условия совместны, так как определитель каждой пары уравнений равен нулю
в силу условия (2.6). Умножив каждое из равенств (3.18) на соответствующее ai и сложив,






Данному равенству удовлетворяют значения ϕ1, ϕ2, заданные формулой (2.8). Если
подставить выражения (2.8) в формулу (3.17), то получим для параметров ηi равенства (2.4).





(ai + βi)KiS˜i = const.
Здесь S˜i = (S, li) = (S,RT ei) = (RS, ei). Учитывая равенство B′ = BR, получим форму
записи (2.7) для дополнительного интеграла.
Теорема 1 доказана.
Покажем справедливость следствия 1. Полагая S˜ = RS, уравнения (1.2) при учете
условий (2.5) запишем в виде
K˙ = K× (A′K + BS˜), ˙˜S = R(RT S˜× (RTBK + RTA′S˜)).
Учитывая тождество PT (Px × Py) = (detP)x × y и условие detR = 1, получаем
систему (2.10).
При R = E из теоремы 1 следует существование интеграла
∑
ηiKiSi = const. Коэф-
фициенты ηi задаются по-прежнему формулой (2.4) или (3.17). Условия (2.5) дают C′ =
= ψE + A′, B′ = B, и отсюда следует, что матрицы операторов A′, B′, C′ являются
диагональными в базисе (ei), причем можно считать C′ = A′, тогда B = 0. Условие (2.6)
является необходимым и достаточным для существования дополнительного квадратичного
интеграла в этом случае. Таким образом, получаем следствие 2 теоремы 1.
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4. Связь с интегралом Шоттки
В случае, когда B = 0 и матрицы A = diag(Ai),C = diag(Ci) заданы четырьмя пара-
метрами λi
Ai = (λj + λk)−1, Ci = (λ0 + λi)−1, (i j k) (4.1)
известен интеграл Шоттки [5], представленный в форме [4]:




















∑ (Ki − Si)2
λ2i − λ20
. (4.3)
Покажем, что этот интеграл можно записать в форме (2.12) и, следовательно, в фор-
ме (1.7).
Предложение 8. Если B = 0 и элементы диагональных матриц A,C заданы равен-
ствами (4.1), то дополнительный интеграл можно записать в виде (2.12). Интеграл F
есть линейная комбинация интегралов (1.4), (4.3), F =
∑
ciFi, где
c1 = c2 = (λ20 − (λ1 + λ2 + λ3)2)/2, c3 = (λ1 + λ2)(λ1 + λ3)(λ2 + λ3),
c4 = (λ0 + λ1 + λ2 + λ3)(λ0 − λ1)(λ0 − λ2)(λ0 − λ3)/2.
(4.4)
Доказательство. Пусть B = 0 и элементы матриц A, C, заданы формулами (4.1).













c− αi ), (4.5)
αi = λ− λi, λ = λ1 + λ2 + λ3, c = λ0 + λ.
Так как при A′ = C′ получим A = A′ + B′, то интеграл (2.11) можно записать в виде




λ− λi )KiSi = const. (4.6)




(ai + bi)biΔai, ϕ2 = −
∑
biΔai.
Учитывая представления ai, bi в виде (4.5), получим равенства
Δai = − c2p0p1αiΔαi(c− αi)(c + αi − 2λ), p0 =
∏
i











(c− 2αi)(c + αi − 2λ)Δαi.














λ20 − (λ1 + λ2 + λ3)2
2(λ2 + λ3)(λ1 + λ3)(λ1 + λ2)
.
Подставляя это выражение в интеграл (4.6), приведем его к виду (2.12).
Сравнивая интеграл (2.12) с линейной комбинацией
∑
ciFi, получим равенство c2 =
= c1 и шесть линейных уравнений для трех коэффициентов c1, c3, c4. Указанная система
оказывается совместной, и ее решение записывается в виде (4.4).
Отметим, что если матрицы A, C заданы параметрами Шоттки (4.1), то элементы
матриц A′, B′, определенные формулой (4.5), удовлетворяют условиям
a2i − b2i = 2ai/(λ + λ0), i = 1, 2, 3.
Эти условия содержатся, как частный случай, в условиях (3.14) или (2.1) при ψ1 =
= 0, ψ2 = −2/(λ + λ0). При параметризации Шоттки элементы диагональных матриц A′,
B′ заданы четырьмя параметрами λi. При записи условия существования дополнительного
интеграла в виде (3.14) свободных параметров пять: ψ1, ψ2, a1, a2, a3. Учитывая, что ис-
ходные уравнения не изменяются при преобразовании A′ = αE + A2, можно подобрать
параметр α так, чтобы условие (2.1) (для диагональных матриц) привести к виду с ψ1 = 0:
B′2 = A22 + ψsA2, ψs = 2α + ψ2. (4.7)
При этом должно выполняться равенство α2+ψ2α+ψ1 = 0. Если ψ22 > 4ψ1, то парамет-
ры α, ψs и матрица A2 являются действительными. Параметры Шоттки λi (i = 0, . . . , 3),
задающие матрицы A′, B′, в этом случае являются действительными величинами. Если же
ψ22 < 4ψ1, то величина ψs является чисто мнимой, а элементы матрицы A2 — комплекс-
ные. Параметры Шоттки λi тоже являются комплексными, что иногда может оказаться
неудобным. Коэффициенты интеграла (2.12) являются комплексными величинами вида




В случае ψ22 = 4ψ1 дополнительный интеграл в виде Шоттки не существует. Этот
случай рассмотрен в параграфе 5 (предложение 10).
Пример. Элементы матриц A′ = diag(1/2, 5/3, 11/4), B′ = diag(5/2, 10/3, 17/4) удо-
влетворяют необходимому и достаточному условию (2.6) существования дополнительного
интеграла. Эти элементы удовлетворяют условиям (3.14) при ψ1 = 5, ψ2 = 2. Приведение
к виду (4.7) выполняется при α = 2i − 1, тогда ψs = 4i. Элементы матриц B′ и A2 =
= diag(a(2)k ) = diag(3/2 − 2i, 8/3 − 2i, 15/4 − 2i) удовлетворяют условиям (a(2)k )2 − (bk)2 =
= −4ia(2)k , k = 1, 2, 3. Это позволяет по формулам (4.5) найти единственным образом пара-
метры Шоттки, которые в данном примере являются следующими комплексными величи-
нами:
λ1 = (23 − 7i)/680, λ2 = (57 + 27i)/680, λ3 = (79 + 41i)/680.
НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2012. T. 8. №3. С. 523–540
Об одном квадратичном интеграле уравнений Пуанкаре –Жуковского 533
Коэффициенты интеграла (2.12) также являются комплексными величинами η1 = 17×
× 29(3 + 5i), η2 = 17 · 27(3 + 5i), η3 = 17 · 25(3 + 5i). Дополнительным интегралом является
29S1K1 + 27S2K2 + 25S3K3 = const. ♦
Приведем параметрическое описание элементов матриц с действительными значениями
параметров при ψ22 = 4ψ1 и соответствующую запись дополнительного интеграла.
Предложение 9. Элементы диагональных матриц, связанных условием B′2 = A′2 +
+ψ1E+ψ2A′, при ψ22 = 4ψ1 можно представить в виде (2.13). Дополнительный интеграл
имеет вид (2.14). Коэффициенты ηi = τi − τ интеграла (2.14) можно выразить через
элементы матриц A′ и B′ следующим образом:






2 detQ, Q = diag(qi) = A
′ + B′ +
ψ2
2 E. (4.8)
Доказательство. Условие, связывающее A′, B′, можно записать в виде
B′2 = (A′ − αE)2 + κE, α = −ψ2/2, κ = ψ1 − ψ22/4. (4.9)
Пять параметров τ1, τ2, τ3, α, β задают формулами (2.13) при κ = 0 все множество
матриц A′,B′, удовлетворяющих условию (4.9). Здесь σ = sign(κ), β =
√|κ|/2.
Вычисляя коэффициенты в интеграле (2.3) по формуле (2.4), получим
ηi = −Δτ1Δτ2Δτ3τ1τ2τ3 2β
3(στ1τ2τ3 + τ1 + τ2 + τ3 − 2τi), i = 1, 2, 3.
Отсюда следует возможность записи интеграла в форме (2.14). Так как из формул (2.13)
следует βτk = ak + bk − α, то коэффициенты интеграла можно записать в виде (4.8).
5. Некоторые частные случаи
5.1. Случай ψ22 = 4ψ1
В параграфе 4 отмечено, что при существовании дополнительного квадратичного ин-
теграла в случае B = 0 элементы матриц A′, B при ψ22 > 4ψ1 могут быть заданы действи-
тельными параметрами Шоттки, а при ψ22 < 4ψ1 — комплексными параметрами Шоттки.
В случае ψ22 = 4ψ1 условие (3.14) записывается в виде
B = ±(A′ + ψ2/2E). (5.1)
Матрицы A′, B при этом задать параметрами Шоттки невозможно, так как если βi −
− ai = const или βi + ai = const, то из представлений (4.5) следует λ1 = λ2 = λ3, но тогда
A′ = μ1E, B = μ2E и интеграл (4.2) является при этом следствием интегралов F1, F2, F3,
а не дополнительным интегралом.
Получим форму интеграла и условия его существования в рассматриваемом случае
непосредственно из теоремы 1.
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Предложение 10. Уравнения Пуанкаре –Жуковского обладают интегралом
(K,RS) = const. (5.2)
если выполнены условия
C′ = ψE + RTA′R, B′ = (A′ + αE)R, (5.3)
где R ∈ SO(3) и α,ψ — произвольные параметры.
Доказательство. Если, в соответствии с условием (5.1), βi = ±(ai + α), то из фор-
мул (2.8) получим ϕ2 = 0. Если βi = −(ai + α), i = 1, 2, 3, то и ϕ1 = 0. Если βi = ai + α, то
ϕ1 = −2Δa1Δa2Δa3 и формула (2.7) дает интеграл (5.2). Условия (5.3) получаем из усло-
вий (5.1) и (2.5).
Отметим, что если операторы A′ и C′ имеют общие собственные векторы, то инте-
грал (5.2) и условия (5.3) записываются в виде
(K,S) = const, C′ = A′ + ψE, B′ = A′ + αE. (5.4)
5.2. Неполная форма интеграла (2.3)
Рассмотрим случай, когда один из коэффициентов ηi в интеграле (2.3) равен нулю,
пусть η2 = 0. Уравнения (3.16) принимают вид
Δa1η1 − η3β2 = 0, η3β1 − η1β3 = 0, Δa3η3 + η1β2 = 0. (5.5)
Так как ηi определены с точностью до общего множителя, то можно положить
η1 = β1, η2 = 0, η3 = β3. (5.6)
Из условий (5.5) следует
β2β3 = β1Δa1, β2β1 = −β3Δa3. (5.7)
Отсюда получим β21Δa1 + β23Δa3 = 0. Условие (2.6) при Δa2 = 0 запишется в виде
β22 + Δa1Δa3 = 0, и тогда
β2 = δ
√
(a1 − a2)(a3 − a2), δ = ±1.







|a1 − a2|K1S˜1 + δ sign(a2 − a3)
√
|a2 − a3|K3S˜3 = const. (5.8)
Необходимо выполнение условия (a1 − a2)(a2 − a3) < 0; следовательно, величина a2
является наименьшей или наибольшей из значений a1, a2, a3.








здесь β — произвольный параметр.
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Предложение 11. Неполная форма дополнительного интеграла может быть пред-
ставлена в виде (2.15) или в следующем эквивалентном виде:
(K,B′S)−K2(b21S1 + b22S2 + b23S3) = const. (5.10)
Здесь (bij) — матрица B′ в базисе (ei).
Доказательство. Учитывая равенство R = B−1B′, получим li = RT ei = β−1i B′T ei,
и тогда S˜i = (S, li) = β−1i (B
′S, ei).
В силу (5.6), интеграл (2.3) может быть записан в виде∑
βiKiS˜i − β2K2S˜2 =
∑
Ki(B′S, ei)−K2(B′S, e2) = (K,B′S)−K2(B′S, e2) = const.
и тогда интеграл может быть записан в виде (5.10) или (2.15).
Выделим обсуждаемый ниже случай l2 = e2. В этом случае вектор e2 является соб-
ственным вектором оператора B′T и b21 = b23 = 0. Интеграл (5.10) принимает вид (2.16).
5.3. Случай, когда A′,C′ имеют общий собственный вектор
Пусть l2 = e2, тогда можно записать l1 = cosϕe1 + sinϕe3, l3 = − sinϕe1 + cosϕe3.
Матрица (rij) оператора поворота R в базисе (ei) задана равенствами
r11 = r33 = cosϕ, r22 = 1, r13 = −r31 = sinϕ, r12 = r21 = r23 = r32 = 0.
Выражения для элементов матрицы C′ получим из первого условия (2.5):
c13 = (a1 − a3) sinϕ cosϕ, c23 = c12 = 0, c22 = ψ + a2,
c11 = ψ + a1 cos2 ϕ + a3 sin2 ϕ, c33 = ψ + a1 sin2 ϕ + a3 cos2 ϕ.
(5.11)
Из второго условия (2.5) найдем
b12 = b21 = b23 = b32 = 0, b13 = β1 sinϕ, b31 = −β3 sinϕ,
b11 = β1 cosϕ, b22 = β2, b33 = β3 cosϕ.
(5.12)
Отметим, что если операторы A′,C′ имеют общий собственный вектор, то этот вектор
также будет собственным и для оператора B′.
Условие (2.9) примет вид
(b211 + b
2
13 − a21)(a2 − a3) + (b222 − a22)(a3 − a1) + (b231 + b233 − a23)(a1 − a2) = 0. (5.13)
Так как S˜ = RS, то
S˜1 = cosϕS1 + sinϕS3, S˜2 = S2, S˜3 = − sinϕS1 + cosϕS3,
и интеграл записывается в виде
(η1K1S1 + η3K3S3) cosϕ + η2K2S2 + (η1K1S3 − η3K3S1) sinϕ = const. (5.14)
Доказано следующее утверждение.
Предложение 12. Если операторы A′, C′ имеют общий собственный вектор l2 = e2
и величины ai, βi(i = 1, 2, 3) связаны условием (2.6) (или заданы пятью произвольными па-
раметрами α, β, τ1, τ2, τ3 формулой (2.13)), то дополнительный квадратичный интеграл
может быть записан в виде (5.14), если элементы матриц операторов B′, C′ в базисе (ei)
заданы равенствами (5.11), (5.12), где ϕ, ψ — произвольные параметры. Коэффициенты
ηi интеграла заданы формулой (2.4).
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6. О некоторых новых квадратичных интегралах
В работе [9] указывается на наличие новых случаев существования дополнительного
квадратичного интеграла (1.5). Отметим, что условия существования и сами интегралы
не приведены авторами [9] в явной форме. Например, в теореме 1 [9] указаны по восемь
нулевых элементов матриц A′,B′,C′ иX,Y, Z. Для остающихся двадцати шести элементов
этих матриц даны девять условий, связывающих элементы матриц X, Y, Z с элементами
A′, B′, C′, и шесть нелинейных условий, связывающих элементы X, Y, Z между собой.
В аналогичной неявной форме представлены и другие (теоремы 1–8) результаты.
В качестве следствия теорем 5, 6 (в работе [9]) приведено утверждение, находящееся
в прямом противоречии с известным результатом А.П.Веселова [7]. Утверждается [9], что
дополнительный квадратичный интеграл всегда существует, если матрицы A′, B′, C′ яв-
ляются диагональными, а полученное в [9] решение содержит, как частные результаты, все
известные случаи — Шоттки, Стеклова и другие.
В соответствии с теоремой Веселова [7, 8], для существования дополнительного поли-
номиального интеграла в случае диагональных матриц A′, B′, C′ необходимо выполнение
условия (2.6), связывающего элементы A′ и B′, и аналогичного условия, связывающего
элементы C′ и B′.
Ниже мы покажем, что во всех рассмотренных в теоремах 1–6 [9] случаях выполнены
условия (1.6) и, следовательно, дополнительный интеграл в каждом из этих случаев яв-
ляется линейной комбинацией интегралов F1, F2, F3 и интеграла (1.7). Как показано в тео-
реме 1 настоящей работы, система Пуакаре –Жуковского (1.2) преобразованием K˜ = K,
S˜ = RS (при существовании интеграла (1.7) в случае невырожденной матрицы B′) при-
водится к классическому случаю Шоттки с диагональными матрицами в гамильтониане.
Более того, во всех теоремах 1–6 [9] матрицы A′, B′, C′ имеют общий собственный вектор,
и приведенные в этих теоремах интегралы включены в описанный выше (см. параграф 5.3)
частный случай. Дополнительный интеграл может быть записан в виде (5.14).
a) Выпишем часть условий теоремы 1 [9], которые в обозначениях, принятых при
записи системы (1.2) и интеграла (1.5), имеют вид
a12 = a23 = c12 = c23 = 0, (6.1)
X12 = X23 = Z12 = Z23 = 0, (6.2)
a13Z13 = c13X13, (6.3)
a13(X22 −X33) = (a22 − a33)X13, c13(Z22 − Z33) = (c22 − c33)Z13, (6.4)
Δa1X11 + Δa2X22 + Δa3X33 = 0, Δc1Z11 + Δc2Z22 + Δc3Z33 = 0. (6.5)
Здесь aij , cij ,Xij , Zij — элементы матриц операторов A′, C′, X, Z в некотором бази-
се (gi) и Δai = ajj − akk. Случай Δai = Δci = 0 (i = 1, 2, 3), приводящий к значительному
упрощению условий [9], не будем здесь рассматривать. Если же не все Δai и не все Δci
равны нулю, то любые наборы параметров Xii, Zii, удовлетворяющих условиям (6.5), могут
быть записаны в виде
Xii = μ1 + μ2aii, Zii = ν1 + ν2cii, i = 1, 2, 3. (6.6)
Первое условие (6.4) при a22 = a33 приводит к равенству X13 = μ2a13. Учитывая усло-
вия (6.2), (6.6), получимX = μ1E+μ2A′. Аналогично получаем Z = ν1E+ν2C′. Условие (6.3)
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дает равенство a13c13ν2 = a13c13μ2. Анализируемые здесь случаи интегрируемости приве-
дены в работе [9] «при наличии в гамильтониане матриц общего недиагонального вида».
Полагая поэтому a13 = 0, c13 = 0, получим ν2 = μ2, но тогда матрицы X, Z удовлетворяют
условию (1.6).
Отметим, что в соответствии с условием (6.1) орт g2 является собственным вектором
операторов A′ и C′.
b) Часть условий теоремы 3 [9] можно записать в виде
a12 = a23 = c12 = c23 = 0, X12 = X23 = Z12 = Z23 = 0, (6.7)
a23 + c23 = 0, X23 + Z23 = 0, (6.8)
cii = c0 + aii, Zii = Z0 + Xii, i = 1, 2, 3, (6.9)
a23(X11 −X33) = (a11 − a33)X23, a23(X22 −X33) = (a22 − a33)X23. (6.10)
Из условий (6.10) при Δai = 0 следует
X23 =
a23
a11 − a33 (X11 −X33) =
a23
a22 − a33 (X22 −X33). (6.11)
Отсюда, при a23 = 0, имеем Δa1(X11 − X33) = −Δa2(X22 − X33) и получаем первое
условие (6.5) и представление (6.6) для Xii. Из условий (6.11) теперь следует равенство
X23 = μ2a23. Учитывая условия (6.7), получаем X = μ1E + μ2A′. Из условий (6.9) сле-
дует Zii = μ3 + μ2cii, где μ3 = Z0 + μ1 − μ2c0. Учитывая условия (6.8), получим Z23 =
= −X23 = −μ2a23 = μ2c23; следовательно, Z = μ3E+μ2C′, и операторы X, Z представлены
в виде (1.6).
При условиях (6.7) общим собственным вектором операторов A′, C′ является g1.
c) Приведем часть необходимых условий теоремы 5 [9]. Они включают в себя усло-








b12 = b21 = b23 = b32 = 0, b213 = b
2
31, (6.13)
a11 − a22 = b13Y13 (X11 −X22), c11 − c22 =
b13
Y13
(Z11 − Z22). (6.14)
Из условий (6.5) следуют равенства (6.6), и из условий (6.13) получим Y13 = μ2b13 =
= ν2b13. Если b13 = 0, то из условий (6.1), (6.12), (6.13) следует, что матрицы A′, B′, C′ —








Отсюда X13 = μ2a13, Z13 = μ2c13, и, учитывая условия (6.1), (6.6) и равенство μ2 = ν2,
получаем, что операторы X, Z имеют вид (1.6). Общим собственным вектором операторов
A′, C′ является g2.
Теоремы 2, 4, 6 являются следствиями теорем 1, 3, 5 [9]. При выполнении условий
теорем 2, 4, 6 операторы X и Z также представимы в форме (1.6), дополнительный интеграл
может быть записан в виде (1.7) и уравнения Пуанкаре –Жуковского приводятся к случаю
Шоттки.
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d) Получим явный вид интеграла и укажем явное приведение к случаю Шоттки
на примере теоремы 1 [9].
Как показано выше, из условий (6.1)–(6.5) следует представимость операторов X и Z
в виде (1.6). Система условий (6.1)–(6.5) эквивалентна системе условий (6.1), (1.6). Выпи-
шем оставшиеся условия теоремы 1 [9]:




, b22 = a13
Y22
X13
, b33 = b31
Y33
Y31
, b31Y13 = b13Y31, (6.16)
X13 = Y22(Y13Y33 + Y31Y11)/y, Z13 = Y22(Y11Y13 + Y33Y31)/y, (6.17)
X11 −X33 = Y22(Y 211 − Y 233 + Y 213 − Y 231)/y, X33 −X22 = Y22(Y 233 + Y 231)/y, (6.18)
Z11 − Z33 = Y22(Y 211 − Y 233 + Y 231 − Y 213)/y, Z33 − Z22 = Y22(Y 233 + Y 213)/y. (6.19)
Здесь y = Y13Y31 − Y11Y33.
Из второго условия (6.16) при учете (1.6) получим
Y22 = μb22. (6.20)





















Выполнив аналогичное преобразование второго условия (6.17) и условий (6.18), (6.20),
запишем⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
a13 = k(b33b13 + b11b31), c13 = k(b11b13 + b31b33),
a11 − a33 = k(b211 − b233 + b213 − b231), c11 − c33 = k(b211 − b233 + b231 − b213),
a33 − a22 = k(b233 + b231), c33 − c22 = k(b233 + b213), k = b22b13b31 − b11b33 .
(6.21)
Отметим, что при записи условий теоремы 1 [9] неявно предполагается, что опера-
тор B′ — невырожденный. Действительно, при условиях (6.15) имеем detB′ = b22(b11b33 −
− b13b31). Приведенная в [9] запись условий возможна, только если b11b33 − b13b31 = 0.
Очевидно, следует считать и b22 = 0, иначе получим из (6.21) A′ = κ1E и C′ = κ2E.



















Таким образом, условия теоремы 1 [9] эквивалентны системе условий (1.6), (6.1), (6.15),
(6.20)–(6.22).
Слагаемые μ1E, μ2E в формуле (1.6) выделяют из интеграла (1.5) интегралы μ1F1
и μ2F2; эти слагаемые можно опустить. Операторы X,Y и Z в интеграле (1.5) определены
с точностью до общего множителя, поэтому множитель μ в условиях (1.6), (6.20) можно
положить равным единице.
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Условия существования интеграла (1.6), (6.1), (6.15), (6.20), (6.21) запишем в следую-
щем эквивалентном виде, введя параметры a, b, c, d, ν:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
b11 = a, b33 = b, b13 = c, b31 = d, b22 = k(cd− ab), b12 = b21 = b23 = b32 = 0,
a13 = k(bc + ad), c13 = k(ac + bd), a12 = a23 = c12 = c23 = 0,
a11 − a33 = k(a2 − b2 + c2 − d2), a33 − a22 = k(b2 + d2),
c11 − c33 = k(a2 − b2 + d2 − c2), c33 − c22 = k(b2 + c2),
X = A′, Z = C′,
Y22 = k(cd − ab), Y11 = kνa, Y13 = kνc, Y31 = kνd, Y33 = kνb,
Y12 = Y21 = Y23 = Y32 = 0.
(6.23)
Условия (6.23) эквивалентны представлению операторов в следующем виде⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩


































X = A′, Z = C′, Y = kνB′ + k(1− kν)(cd− ab)g2gT2 .
(6.24)
Таким образом, формула (1.5) задает дополнительный интеграл системы, если матрицы
A′, B′, C′, X, Y, Z заданы формулами (6.24), где a, b, c, d, k, a22 , c22, ν — произвольные
параметры, (gi) — произвольная правая ортонормированная тройка векторов. В качестве
дополнительного интеграла можно выбрать и интеграл F − F3. Учитывая формулы (6.24),
получим
F − F3 = 2(kν − 1)((K,B′S) + k(ab− cd)S2K2) = const.
Так как, в соответствии с (6.23), k(ab − cd) = −b22, то после сокращения на 2(kν − 1)
получаем в точности интеграл (2.16).
В рассматриваемом случае вектор g2 является собственным вектором операторов A′
и C′. Если от базиса (gi) перейти к базису (ei) собственных векторов оператора A′ поворо-
том вокруг g2 и перейти к переменным K˜ = K, S˜ = RS, то получим случай Шоттки для
уравнений Пуанкаре –Жуковского с диагональными матрицами в гамильтониане, причем
A′ = C′ + κE.
В соответствии с предложением 12, операторы A′, B′, C′ в случае l2 = e2 задаются
семью параметрами α, β, τ1, τ2, τ3, ϕ, ψ. Полученное здесь представление этих операторов
в виде (6.24) в случае выполнения условий теоремы 1 [9] также содержит семь параметров
a, b, c, d, k, a22 , c22.
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